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>>Resumo do curso
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Dia 1: Introdução à ferramentas de análise de dados

- Planilhas

- Linguagens de programação de propósito geral

- Linguagens de programação voltadas à dados

Dia 2: Técnicas convencionais de análise

- análise espectral

- wavelet

- correlação de Pearson e Spearman

- regressão

Dia 3: Análise multivariada

- correlação parcial

- análise fatorial

- análise de componentes principais

- análise de componentes independentes

Dia 4: Séries não-lineares e teoria da informação

- reconstrução do espaço de fase 

- expoentes de Lyapunov

- entropia de Shannon

- informação mútua, entropia de transferência, CaMI, direcionalidade



>>Quick refs
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>>“Dinâmica”?
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Digamos que temos um sistema de n variáveis 𝒙 que evoluem com o tempo t.
Chamaremos de dinâmica 𝑓 a lei que dita como essas variáveis evoluem.

➢ Fluxos:   ሶ𝒙 = 𝑓(𝒙)

➢ Mapas: 𝒙𝑛+1 = 𝑓(𝒙𝑛)

O sistema dinâmico pode ser categorizado como:

(Embora que, mesmo para fluxos, precisamos discretizar o tempo quando trabalhamos com 
um computador, mas aqui estamos falando da “lei natural” regendo o fenômeno)

Além disso a dinâmica pode ser:

➢ Determinística: não existem variáveis aleatórias, todas as variáveis são
“conhecidas” 

➢ Estocástica: variáveis aleatórias fazem parte da descrição do sistema



>>“Não-linear”?
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Uma função é chamada linear se satisfizer:

a) 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

b) 𝑓 𝛼𝑥 = 𝛼𝑓(𝑥)

f
k f(k)

A maior parte dos problemas não são lineares, mas muitos
se tornam linearizáveis após mudança de variáveis e 
aproximações

Aqueles que não podem ser linearizados são chamados
sistemas não-lineares

Exemplo simples: 
𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛+1 = 𝑟𝑥(1 − 𝑥)• Multiestabilidade

• Transiência
• Caos Mapa logístico

(população de gafanhotos, R. May, 1976)

• Sólitons
• Histerese
• Singularidades



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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ou espaço de estado?

Floris Takens (1981)
Estudando fluidos turbulentos

Visitante regular do IMPA

Versão “correta”:
Seja 𝑓:𝑀 → 𝑀 uma função suave que descreve uma dinâmica com um atrator
estranho 𝐴 . Existe um difeomorfismo 𝜙 que mapeia 𝐴 → ℝ𝑘 . Mais
especificamente, seja 𝛼 uma função de observação, diferenciável pelo menos até
segunda ordem, que associe um número real a um ponto do atrator 𝐴. Então a
função:

𝜙𝑇 𝑥 = (𝛼 𝑥 , 𝛼 𝑓 𝑥 , … , 𝛼(𝑓𝑘−1 𝑥 )

é uma imersão do atrator estranho 𝐴. 

Versão prática:
Suponha que nós temos um observável unidimensional 𝒚 de uma evolução
possívelmente n-dimensional 𝒙 de uma dinâmica determinística (p.ex. medidas do 
valor númerico da velocidade (speed) de uma partícula se movendo em 3 
dimensões).
➢ Vamos construir um vetor k-dimensional formado pelos valores atuais 𝑦(𝑡) e 

seus valores passados 𝑦 𝑡 − 𝜏 , 𝑦 𝑡 − 2𝜏 , … , 𝑦(𝑡 − (𝑘 − 1)𝜏)
➢ Conforme 𝑘 → ∞, a dinâmica do 𝑦 no espaço k-dimensional torna-se mais

previsível
➢ A dinâmica gerada é topologicamente equivalente à do espaço de estado

original (do 𝒙)



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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𝑦 𝑡

𝑦 𝑡

𝑦 𝑡 − 𝜏

𝑦 𝑡

𝑦 𝑡 − 𝜏

𝑦 𝑡 − 2𝜏
Torna-se evidente para onde os
pontos convergem e para onde
“fogem”:

Atrator reconstruído



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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Adewumi et al (2016)

estacionaridade

periódico
quasi-periódico/
composição de 
frequências com razão
irracional

Estrutura fractal

Provavelmente
caóticos*

*Grebogi, Ott, Pelikan & Yorke (1984), Physica D, traz contra-exemplo

Lorenz
(convecção atmosférica)

(mas tbm lasers, motores, química, 
osmose, etc)

Hénon
(simplificação de um 

comportamento do Lorenz)
(hj aplicado para efeitos em MEMS)

Double-scroll
(circuito de Chua)

(eng elétrica/eletrônica)

Rössler
(reações químicas)



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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➢ Qual o número de dimensões k que preciso chegar?

➢ Qual o melhor delay 𝜏 que posso utilizar?

Primeiro mínimo da (auto-) 
informação mútua

ou

Primeiro zero da 
autocorrelação

Método dos falsos vizinhos (False Nearest Neighbours, Kennel, Brown & Abarbanel (1992))

Ir reconstruindo para valores crescentes de k e vendo, para cada pequena
vizinhança de pontos arbitrariamente escolhidos, quantos vizinhos são falsos (i.e. 
vem de pontos distantes na série original).

Como no scree plot, a curva de percentual de falsos vizinhos irá saturar num
determinado valor baixo, e define-se a dimensão k a partir desta saturação



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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Valencio, Baptista & 
Grebogi (2017)



>>Reconstrução do 
espaço de fase
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Yang, Bukkapatnam
& Romanduri (2012)

ECG sadio ECG arritmia e 
fibrilação auricular



>>Expoentes de Lyapunov
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• Seja uma dinâmica ሶ𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥). 

• Definimos a matriz jacobiana pelos elementos 𝐽𝑖𝑗 = ฬ
𝑑𝑓𝑖 𝑥

𝑑𝑥𝑗 𝑥(𝑡)

• Com isso definimos a evolução dos vetores tangentes Y através de: ሶ𝑌 = 𝐽𝑌, 
com 𝑌 𝑡 = 0 = 𝐼

• Definimos então uma matriz Λ = lim
𝑡→∞

1

2𝑡
ln(𝑌 𝑡 𝑌𝑇 𝑡 )

• Os autovalores 𝜆𝑖 de Λ são os expoentes de Lyapunov 

O maior valor informa sobre a sensibilidade às
condições iniciais

Os demais informam sobre a taxa de produção de 
entropia e a dimensão fractal do sistema

Se você só estiver interessado no maior expoente de Lyapunov, num sistema discreto:

𝜆 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
෍

𝑖=0

𝑛−1

𝑙𝑛 𝑓′(𝑥)

Maior expoente
de Lyapunov

0

+

-

Ciclo-limite

Soluções
periódicas

Sensibilidade às
condições iniciais

Objetivo: determinar o quanto
pontos vizinhos divergem ao longo
da trajetória no espaço de fase



>>Expoentes de Lyapunov
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Valencio, Baptista & Grebogi (2017)



>>Caos
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1. Sensibilidade às condições iniciais

2. Topologicamente transitivo
(idéia geral: “sempre possui pontos que se movem de uma região para a 
outra do espaço de fase, i.e. o espaço de fase não pode ser decomposto
em dois ou mais grupos separados)

3. Possui órbitas periódicas densas
(i.e. qualquer ponto no atrator está arbitrariamente próximo de uma
órbita periódica) 

• Dois vizinhos, com trajetórias bem parecidas, a qualquer
momento podem divergir para locais bem distantes

• Dois pontos, não importa o quão distantes estejam, 
eventualmente vão ficar próximos

Imprevisibilidade
(mesmo para um sistema determinístico)



>>TISEAN
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Octave: Pacote tisean
R: Pacote RTisean
Na webpage do projeto TISEAN tbm há software open source desenvolvido em C/Fortran



>>Particionamento
(Symbolic encoding)
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x

y

‘0’ ‘1’ ‘2’ ‘3’

‘0’

‘1’

‘2’

‘3’

‘0’ ‘1’ ‘2’ ‘3’

‘4’ ‘5’ ‘6’ ‘7’

‘8’ ‘9’ ‘A’ ‘B’

‘C’ ‘D’ ‘E’ ‘F’

t S(x) 𝝓𝒙 S(y) 𝝓𝒚 S(x,y) (𝝓𝒙, 𝝓𝒚)

0 0 - 3 - C -

1 1 ’01’ 3 ‘33’ D ‘CD’

2 2 ‘12’ 2 ‘32’ A ‘DA’

3 2 ’22’ 0 ‘20’ 2 ‘A2’

4 3 ‘23’ 1 ‘01’ 7 ‘27’

5 1 ’31’ 2 ‘12’ 9 ‘79’

L=2



>>Entropia de Shannon
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𝐻 = −෍

𝑖

𝑝𝑖 log 𝑝𝑖

Idéia: nível de incerteza sobre uma observação da variável
(ou do sistema)

Base 2: bits
Base e (i.e., ln): nats



>>Informação Mútua
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Idéia:
1. Redução da incerteza de uma

variável quando se conhece a 
outra

2. Portanto equivalente à idéia
genérica de “informação
compartilhada entre as 
variáveis”



>>Pausa: 
causalidade de Granger
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Granger (1969 & 1980)
Nobel Economia de 2003

1. A causa precede o efeito

2. A causa possui alguma informação única sobre os futuros
valores do efeito

Método:

Modelo auto-regressivo de y:

𝑦𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑦𝑡−1 + 𝑎2𝑦𝑡−2 +⋯

Modelo auto-regressivo de y considerando x:

𝑦𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑦𝑡−1 + 𝑎2𝑦𝑡−2 +⋯+ 𝑏0𝑥𝑡−𝑝 + 𝑏1𝑥𝑡−𝑝−1 +⋯

Se o modelo com o x possui maior poder explicativo dos dados (teste t), 
então X Granger-causa Y

Quantos termos?: AIC



>>Entropia de Transferência,
CaMI e direcionalidade
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Idéia:
1. Redução da incerteza do 

futuro de uma variável
quando se conhece o passado
dela e é dado o passado da 
outra.

2. Equivalente à dizer que esta
outra variável possui
informação única sobre o 
futuro da primeira variável

3. Portanto, “causalidade de 
Granger generalizada” Bianco-Martinez & Baptista (2018)
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>>Entropia de Transferência,
CaMI e direcionalidade

𝐷𝐼 = 𝑇𝐸𝑋𝐿→𝑌𝐿 − 𝑇𝐸𝑌𝐿→𝑋𝐿
= 𝐶𝑎𝑀𝐼𝑋𝐿→𝑌𝐿 − 𝐶𝑎𝑀𝐼𝑌𝐿→𝑋𝐿

Idéia: 
1. Fluxo líquído de informação

causal
2. Portanto, direção principal 

entre variáveis causantes e 
seus efeitos

Schreiber, T. (2000)
Bianco-Martinez & Baptista (2018)
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>>Entropia de Transferência,
CaMI e direcionalidade
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>>Causality toolbox
Causality Toolbox
Calcula MI, TE, CaMI, DI
(e também as relativas
taxas conforme aumenta a 
seq simbólica)

Multithread Causality
Idem, porém aplicável para quando
os dados originais vêm de muitos
experimentos curtos ao invés de um 
único experimento longo

• Valencio, A. (2018)
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